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OZET

I kg primer paslanmaz c¢elik standartlordan baslayarak, kiitle birimi kilogrammn alt
katlarimin olusturulmasmda bir kag agirlik seti ( cogunlukia 1, 2, 2, 5 ) kullaml. 1 kg
pasianmaz gelik standartlar( yogunluk : 7900 - 8000 kgm™) ile ulusal kilogram prototipinin
(voguniuk: 21500 kg m”)  karsilastirmalary, yogunluk farkimn biivik olmasmdan dolayi, sabit
basing ortaminda yapilw. 5x10° den daha kiigik bir bagil olcim belirsizligi ile kiitle
belirlemelerini gerceklestirmek icin havanmin kaldirma kuvveti diizeltmesinden baska, hacimce
genlesme fark: ve kiitle seviye fark: diizeltmeleri yapilir. Kiitle skalast calismasmda, bilinmeyen
kiitlelerin degerleri, matris biciminde tammlanan tartim denklem sistemi ve en kiiciik kareler
vontemi ile belirleniy. |

Anahtar Kelimeler: Havanm kaldwma kuvveti, varyans, kovaryans, en kiigiik kareler yontemi

1. GIRIS

Kiitle biriminin gok kiiciik bir olciim belirsizlii ( <107 ) ile gerceklestirilmesi, yasal ve
endistriyel metroloyi i¢in Gnemli oldugu kadar, bilimsel calismalar icinde onemlidir.  Ayrica
tiiretilmig fiziksel biiyiiklitkkler olan kuvvet, yogunluk ve basing gibi birimlerinde olusturulmas,
kiitle biriminin ¢ok yiiksek hassasiyette gerceklestirilmesine baghdir. Kiitle birimi kilogram,
Sevres’de Bureau International des Poids et Mesures (BIPM) de muhafaza edilen Uluslararass
Kilogram Prototip’in kiitlesi olarak 1889 yilinda yapilan 1. Olgiiler ve Agirliklar Konferansinda
(Conference Generaledes Poids et Mesure, CIPM) kabul edilmigtir ve 1901 yilinda yapilan III
Olgiiller ve Agirhklar Konferansinda (Conference Generaledes Poids et Mesure, CIPM)
tammlanmugtirf1] .

Kiitle birimi kilogram; yogunlugu 21500 kg/m’ olan %90 Platin - %10 Iridyum
alagtmindan yapilnug, 39 mm capinda ve 39 mm yiksekliginde silindir bicimindeki aguliktir.

2. KUTLE SKALASI

Kiitle belirlemeleri, aymt nominal degerli test standardi ve referans standardh arasinda
kargilagtirmalar yapilarak gerceklestirilir. Ayrica bilenen bir referans standard: ile farklh nominal
degerli birkag kiitle standartlarinin kalibrasyonlan kiitle skalasi ile gerceklestirilir. 1 mg’dan 1 kg’a
kadar kilogramm alt katlanmin olusturulmasinda OIML ( Uluslararasi Yasal Metroloji
Organizasyonu) ait E1 smufi  kiitle seti kullanbir. 1 g - 1kg aras1 agirhklar, korozyona karst
dayanikh paslanmaz g¢elikten imal edilir. 10 mg - 500 mg arast agirliklar, glimisten, 1 mg - 5 mg
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arast agirhklar da aliminyumdan imal edilir. Kitle skalasinin gerceklestiriimesinde kullanilan kiitle
standartlarmin  vizey kalitesi, manyetik alinganhg: ve uzun sireli kararhh olmalan oldukca
onemlidir. Yapilan ¢aligmalar sonucunda paslanmaz ¢elik standartlarinin manyetik alinganhigy, %m
< 0.02 ve yiizey piiriizliiligii Rz < 0.5 pm oldugu belirfenmistir[2]. |

Hava ortaminda yapilan kiitle kargilastirmalarinda, havamn kaldirma kuvveti dnemb bir
dizeltme buyiklugudar. Buna ek olarak 5x10° den daha kiigiik bagil slgiim belirsizligivle kiitle
belirlemelerinde; hacimce genlesme fark: ve belirlenecek olan standartlanin kiitle merkezi seviye
farks ( kiitle kombinasyonlan) i¢in gerekli diizeltmeler yapihir

2.1. Havanin Kaldirma Kuvvet:

Havanin kaldirma kuvveti diizeltmesin hesaplayabilmek i¢in kiitlelerin hacim degerlerinin
bilinmest ve tartim siiresince etkih olan hava yogunlufunun belirlenmest gerekir. Hava
yogunlugunun belirlenmesi i¢in gerekli olan hassastyet, standartlarin yogunluk farklarina baghdir.
1 kg gelik standartlar (yogunluk: 7900 - 8000 kg/m’), Platin - Iridyum prototiple (yogunluk:
21500 kg/ m) karsilastirldiginda, sadece yaklasik olarak havamn kaldirma kuvveti diizeltmesi 95
mg’dir. Bu nedenden dolayr hava yvogunlugunu c¢ok hassas bir gekilde belirlemek icin, ortam
parametreler: (sicaklik, basmg, nem, karbondioksit) ¢ok disitk bir belirsizlikle belirlenmeli ve
dlciimler sabit basing ortamnda vapilmahdir. Clinkd yogunluk farkindan dolayi, ortamdaki basmg
basing degisimleri, terazi gostergesinde kaymalara neden olur ve terazinin kararliligimm etkiler.
Bunun i¢in basing, sicaklik ve nem kontrollii bir muhafaza odas1 yapilmalidir,

Basing, nem, sicakhk ve havarun CO, miktanm 6lgmede kullamlan referans cihazlarn
belirsizliklert, basing 7 pascal, sicakbik 10 mK, nem %1 ve CO, 10 ppm civarinda olmalidir,
Hava yogunlugu CIPM tarafindan tavsiye edilen denklem kullaniarak hesaplanir[3]. 1 g - 1 kg
arast standartlanin hacimleri, hidrostatik tartim yontemi ile 3x10™ bagil belirsizlikle belirlenmelidir.

1 mg - 500 mg arast standartlarin hacim degerleri igin, imal eden firmamn verdif: degerler
kullanitabilir.

2.2. Hacimce Genlesme

Farkli yogunlukiu veya farkhh genlesme katsayisina sahip olan kiitle standartlarimin
karsilagtirmalarinda, tartim odasinda yaygin olan sicakh@in bir fonksiyonu olarak hacim genlesme
farki, hava kaldirma kuvveti diizelfmesinde yer almalidir (6rnegin, pasianmaz ¢elik ve platin -

ridyum). Cogunlukia kiitle standartlarinin hacimleri t = 20 °C sicaklikta belirlenir, Herhangz bir t

--------------.--------.--:--:--_--;_---s:ca.khgmda hacim-degerlerini-hesaplayabilmek -1¢in -agagidaki formiil-kullanr. -

V, =V (1+a, (1 - 20)) (2.1)

2.3. Kiitle Merkezi Seviyesi

Dikey yergekim gradientinden &g / 0z kaynaklanan, kiitle merkezi seviyesindeki farkhiliklar
hesaplamalar igerisine dahil edilmelidirr. m; ve m, nominal degerli kiitle standartlarmin
kombinasyonlart ve kitle standartlan arasinda yapilan karsilastirmalar 1¢in z, kiitle merkezi seviye
farkindan kaynaklanan diizeltmeler, asagida verilen esititkle hesaplanr.
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m; = (M- PrVr)Y TPv; (2.2)

y = 1+-}—*§3(z -z,); (2.3)

Kiitle kombinasyonlart i¢in, kiitle merkezi seveye yitksekligi z;

by
> mz,

7, == =k (2.4)

n
>m

|

m; = kiitlelerin nominal degerleri

z. = kiitlelerin, kiitle merkezi yitksekligi

2.4, Tartim Semas:

Tartim semas: bilinmeyen bitytklikleri igeren bir ¢ok tartim denklemlerini kapsar. Tek bir
hatali kitle karstlastirmasi, diger tartim denklemlerinin sonuclarmda etkiler. En uygun tartim
semasi, kiitle standartlarmnm kombinasyonlan ile diizenlenmig olan kiitle kargilagtirmalarina gore
olusturulur.

3. TARTIM DENKLEMLERININ MATEMATIKSEL TANIMLANMASI

Bilinmeyen kitlelerin degerleri, ayarh en kiicitk kareler yontemiyle hesaplamr. En klictik
kareler yonteminin temeli, ayarianms degereler ve gozlenen degerler arasindaki farkin karelerinin
toplammn minimize etmeye dayamr. Bu yontem kestirimi (estimeated) yapilacak olan fonksiyonel
bicimdeki paremetrelere uygulanir (6rnegin, x ve y iki fiziksel biyiklikk icin, egri uydurma ve
interpolasyon ). Gozlenen fiziksel buyiklitklerden biri rastgele hatalara sahipse ve de kestirimi
yapilacak olan parametreler ve biyiiklikler arasindaki iligki hineer ise, en kiiciik kareler yontemi
egilimsiz minimum varyans tahmincilerini verir.

Bir tartim denklem sistemi genellikle matris bigiminde tanimiamr{4-5]:

XfB =k (y) (3.1)
X = (x:),1=1,-1,0,j=1,..k katsayth tartim denklemlem sisteminin matrist
B = (B;), belirlenecek olan standartlarm kiitle degerlerini gosteren k vektoru
y = (v;), tartimla elde edilen kiitle farklarimin n vektori
€ = kiitle farklarmin beklenen degerden sapmast
E(yy = (v ) - (&) beklenen deger vektori (uyarlanan kutle farklar)
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Yapilan tartimlar aym dogruluklu ise, yani tim kiitle karglastirmalaninda aym terazi
kullaniiyorsa; asagida verilenler ayni dogruluklu birbirleriyle iligkili olmayan gézlemler icin

geceriidir.

Var(y;) = Var(e;)) = ¢° (g6zlemlerin varyans)

Cov(e,e) == 0 (kovaryans)

xe = 0 X ;  X’in taranspozesi

(x'x) = X"y (x.x); normal denklemlerin matrisi

Bilinmeyen B parametrelerin (bilinmeyen kiitleler) beklenen degerleri icin kestirim

deZerleri;
<B>=(xx)" x'y (3.2)
(x'x)*; (x'x)’in tersi

F
B*nin kovaryans matris;

=G, ¢ = (c;) = (x' x)"

Var(3) matresinin diyagonal elementleri Vi = 6°.¢;, kiitle standartlarimn varyanslarim ve

diyagonal olmayan elementleride Vi =c’cy i#] de kovaryanslan olugturur. Grup varyansimn
kestirim degeri $%

Ty _ " — kalamar(mmdues) _____ ': i hata]&ﬁ lgm _______________ kestmm ___________________________
degerleri
y, = Z(xy f? j} 1= l,...k E(y;) beklenen degerler icin kestirim degerleri
f=p-k

f = serbestlik derecesi
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n = tartim denklemlerinin sayisi
k = bilinmeyen kiitlelerin sayist

Aynt dogruluklu olmayan gozlemler, gozlemlerin varyans-kovaryanslarindan Var(y) baglar
ki, diyogonal elementleri s* gozlemlerin deneysel varyanslanm Var(y;) ve diyagonal olmayan
elementleri de sy, deneysel kovaryanslan Cov(y.,y;) tanimlar. Ileri diizeyde en kiigiik kareler analizi
icin agirlhik matrist tanmmlanmir,

W= o’V (y) (3.4)

Ay dogruluklu olmayan gozlemlerde 6rnegin, yapilacak olan kiitle kargilagtirmalarinda
farkl: teraziler kullanmildidinda, en kiigiik kareler ayarindan 6nce matematiksel aguhikh olan tartim
denklemi tammmlanmasi gereklidir.

Birbirleriyle iliskisi olmayan gozlemler igin, diyagonal elementleri igeren W diyogonal bir
matris tanunlamr.

W; = szszi ] = 1:,...,11

s; ; 1.ninci terazinin standart sapmasi.

o = S;

W; = (/s 1=1_..n

Si = kuitle farklarimn ortalama degerlerinin standart sapmast
o} = nomalizasyon faktéri

ot = 1 i=1,...,n
/ > )

Normalizasyon gartlarindan,
2 W; =1 1=1,..n

Simdi en kiiciik kareler yontemini agirlikh tartun sistemiyle devam edersek;

x> = W"x X; tartim semasimn agirlikl matrisi
y’ = W' y; gizlenen kiitle farklanmn agirhiklh vektéri

Coziimler, denklem (3.2)’ye benzetme yoluyla saglamr.
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B=(x"x)" 2y (3.5)
= (x”-W- Jc)w1 XW-y

AN 22 L S .
ve f kestinm degerierinin varyans-kovaryans matrisi,

Var(B) = o’ (x*x")"
= o7 (x " WX)"
= o°.C’; C’ = (cy) =(x'"Wx)' (3.6)

Varyans V= o”.c;; ve kovaryans v; = o°c; i#j dir. Grup varyanslann kestirim degerleri s* ;

s* = E(Res'. W Res)
= (ERESiz.Wi) [ £
= (XRes?) / f Res; =; - V, (3.7)

4, SINIRLAMANIN HESAPLAMALAR ICERISINE DAHIL EDILMESI

Simirlamanin hesaplamalar igerisine dahil edilmesi, kiitle belirlemelerinin ayr bir 6zelligidir
ve her zaman goézienen y; o6lclim degert iki kiitle arasmdaki fark: verir. Normal denklemlerin
matris determinants;

Det (x*x) =0

ve (x'x°)" “in tersi, normal denklemlerle en az bir smurlama olmaksizin cozilmesi mimkiin
olamaz, siirlamamn hesaplamalar igerisine dahil edilmesinde mimkiin olan gesithi yontemier
vardir. Burada “ Lagrangian multipliers” yaklagim yontemu anlatiinugtir.

4.1. “Lagrangian Multipliers” Yaklasim Yontems:
Burada sadece bir smirlama yapilmistir ve ek bir denkelem tammianmastir,

O e e T T I }

I, = yeferans standardin kutlesi

Bu denklem, normal denklemlere eklenir ve (3.5) nolu denklemle ¢oziimler saglansr,

f=hm +G'y
h=(hy) =M )/ M;

M; = bilinmeyen kiitlelerin nominal degerleri
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M, = referans standardin kiitlesi
G =(gi)=(x" %’ 1x agirhkl ¢oziim matrist
v’ = (y;) , agihkh gozlemlerin vektor

Agirlikh tartim matrisi tammlandiginda, agagidaki esitlik gecerhidir.

G:l 'y:' e G'y
G = (gy) = (X' x°)" x . W', bu esitlige ¢oziim matrisi denir.
G=EWx) ' xW (4.1

y = (y)= yi W

G ¢ozim matrisi ve h vektoriiniin yardmmuyla agirlikh olmayan gozlem vektori B, agirhikh

olmayan kitle farklan (y;) ve m, referans standardin kiitlesinden hesaplanir.

4.2. Kilogrammn Alt Katlara Baglanmas:

Kilogramm alt katlarinin olusturulmasinda, en kiiciik kareler yonteminin yardimryla bilinmeyen

kiitlelerin hesaplanmasinda agagidaki esitlik kullamlir:
m,=hm +3 (g, ) i=1...n j=1..k (4.2)

hy=M; / M; M, ; bilinmeyen kiitlelerin nominal degerlerinin, M, ;refarans
kiitlesinnin nominal degerine orantdir

g;= G matrisinin elementlernt
G=(x"Wx) x"W
Havamn kaldirma kuvveti dtizeltmesi, gozlenen kiitle farklarinn icerisinde yer alir.

m, = hm, + Zgﬁ (phﬁ&V}; + &mWf) i=1,.n0 (4.3)
Toplam diferansiyellerden dm; ;

dm; = hdm, +Zgjidphliﬁ‘l/f +Zgﬁph1fd(AV;')+ZgﬁdMWi ) (4.4)

Hava yoguniugu belirlemeleri igin dpy; = dpn oldugu kabul edildiginde, asagidaki esitlik gegerlidir.

S g, dpy AV, = dp,Ag AV, = dp,(V, ~hV,)

Oyleki, dAV; ihmal edildiginde asagidaki esitlik elde edilir.
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dm; = h,dm, +dp,(V, -hYV,)+ g, dAmW, i=1,..n (4.5)

Tesir parametrelerin tiirevleri yerine kestirim degerleri yazilirsa;

Sm, ) =015 ) + 5 (o), - 1Y) + L85 (am) (+6)

my kiitlesinin bilesik belirsizligini olugturan parametreler:

u, = his(m,) kullanilan referans standardin 6lciim belirsizligi

Ua = (Vi-5Vy).s(pr)  havanin kaldirma kuvvetinden gelen 6lgiim belirsizligi
Un=C; 2 8 tartimlarin 6lgim belirsizligi
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